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PC 7 : Convergence en loi - Théoréme Central Limite

Exercice 1. (Convergence et minimum)
Soit f la densité de probabilité définie par

F(t) =1262(1 — ) 14ep0,1)-
Soit X7, X5,... une suite de v.a. i.i.d. de densité f. On pose
M, = min{X;y,..., X, }.
1. Donner la loi de M,,. Démontrer que (M;,)n>1 prop- 0, est-ce que (M,,) converge p.s.?
2. Soit Z une v.a. ayant comme fonction de répartition
1 —exp(—4t3) sit >0,
Fp(t) = { . p( ) N
0 sinon.

Trouver a > 0 tel que (n*M,,) ) 7.

DI(] [‘;2 DI4 DIE DIS 1 I(]
Les densités de M5, ]\4107 ]\4157 PN M5Q.

Exercice 2. (Convergence en loi discréte)
Soit (X,)n>0 et X des variables aléatoires & valeurs dans N. Montrer que

(Xpn) — X en loi & P(X,, = k) — P(X = k) pour tout k& > 0.

Exercice 3. (Discret vers continu)
Soit X, une v.a. de loi uniforme sur {1, 2, n=l1y.

R e}

1. Trouver la limite en loi de la suite (X,,)n>1. On notera X une v.a. ayant cette loi.

2. Montrer que P(X,, € Q) ne converge pas vers P(X € Q). Comparer avec la définition de la convergence en loi.

Exercice 4. (Renormalisation)
Soit (X, )n>1 une suite de A (0,1) i.i.d. Pour tout n > 1, on pose S, = X1 + -+ + X,, et, pour un o > 0,
S+ £ S,
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1. Quelle est la loi de Z,, ? Ecrire sa fonction caractéristique.

2. Trouver a > 0 tel que la suite (Z,) converge en loi vers une variable aléatoire Z non constante.



Exercice 5. (La "loi des douze uniformes")
Une méthode approchée trés efficace pour simuler une A(0, 1) consiste a faire la somme de 12 uniformes indépendantes
sur [0, 1], et soustraire 6. Pourquoi est-ce que ga marche avec douze ?
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Exercice 6. (Somme normalisée)
Soit (X;);>1 une suite de v.a. i.i.d. d’espérance 0 et de carré intégrable. Quelle est la limite en loi de

Z?:l Xi ?
Vi X7
Exercice 7. (TCL et Poisson) Soient (X,,),, des v.a. i.i.d. de loi de Poisson de paramétre 1.
1. Rappeler laloide S, = > 1" | X;.
2. En utilisant le théoréme limite central déterminer la limite de la suite
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Exercice 8. (Convergence en loi et densité) Pour tout n > 1, on définit une fonction F, sur [0, 1] par

sin(2mnx
Fy:zos g S2G™MT)
2mn
1. Montrer que pour tout n > 1, la fonction F), (prolongée par 0 pour x < 0 et par 1 pour x > 1) est la fonction
de répartition d’une variable X,, a4 densité.

2. Montrer que X,, converge en loi vers une variable & densité X, mais que la densité de X,, ne converge pas au
sens de la convergence simple.



