MAP361 27 juin 2022
Examen Final (2h)

Documents autorisés : polycopié de MAP361, notes personnelles de PC et de cours, transparents imprimés,
dictionnaire. Tous les appareils électroniques doivent étre éteints.

Exercice 1 |Estimation et espérances. (6pts)]

Pour tout réel > —1 on définit la densité fy par

fg(x):{(1+6)xa si0<z <1,

0 sinon.

1. Soit X une variable aléatoire admettant pour densité fy. Démontrer que* log(X) est une
variable intégrable et calculer E[log(X)].

Soit n > 1. On souhaite estimer le parameétre € & partir d’'un échantillon (X1,...,X,) de n
variables aléatoires i.i.d. de densité fy.

2. Vérifier que 'Estimateur du Maximum de Vraisemblance (EMV), que I’on notera 0,,, associé
A cet échantillon peut s’écrire
. n
Op=————-——1.
" Z?:l log(X;)
3. Démontrer que quand n — +o00 on a én — 6 presque siirement.

4. En utilisant I'inégalité de Jensen, démontrer que 'EMV est biaisé : pour tout § > —1 on a
E[0,] > 6. (On peut utiliser sans justification que la variable aléatoire 6,, est intégrable.)

Solutions :
1.
1
E([log(X)] = (1+6) | [log(o)]s"ds
0
1
=—(1+ 9)/ log(z)2’ dx
0
1 1
=—(1+49) ([log(m)(e}rlxeﬂ)}o — /0 (1/x)(9}r1x9+1)d:ﬁ>
=—(1+0) (0 - (9+11)2> < +00.
Donc log(X) est intégrable. On écrit ensuite (1pt : inte-
grable)
1
E [log(X)] = —E [[log(X)|] = Tor1
(1pt : cal-
cul)
2. La vraisemblance s’écrit
Lyo(z1,...,zn) = (1 4+ 6)" Hzf
que l'on log-maximise en calculant
glo (Lg) = S +Zlo (x;)
a0 5" T 140 si):
Finalement,
. n
Qn = argmaxy Lg(Xl, e 7Xn) = 7m —1.
i=1 i
(1pt

EMV)



3. Avec la LFGN et la question 2) on a + 3"  log(X;) — —1/(6 + 1). Et donc 6, "5 6 presque-
stirement. (1pt

n ., L LFGN)

4. La fonction x — —1/x est convexe sur (—oc,0). Puisque ) ;" , log(X;) < 0 I'inégalité de Jensen
donne

’ { Ziet 10g<Xi>} FTECL )] ax(y@rD) CE

Comme z — —1/x n’est pas affine et que )" log(X;) n’est pas constante on a en fait I'inégalité (1pt : sen-
stricte ci-dessus (voir la Remarque 4.36 dans le Poly de MAP361). Finalement S nen

appliqué)

n

E{én}:—E[M}—l>9+l—1:9.

(1pt : cas
d’égalité)

Exercice 2 |Convergence en loi. (2pts)|

Soit ((Xy, Yn))n>1 une suite de vecteurs aléatoires a valeurs dans R? telle que pour tout n les
v.a. X, et Y, sont indépendantes. On suppose que quand n — 400 on a (X,,) A X et (Y) Ly,
Démontrer que

X, +Y, 5 X 4V,
o X’ et Y’ sont indépendantes, X’ a méme loi que X, et Y a méme loi que Y.

Solutions :
Soit t € R fixé, on a pour tout n (2pts)

Elexp(it(X, + Y,)] = Elexp(itX,,)] x Elexp(itY,)] (indépendance)
— Elexp(itX)] x Elexp(itY)] (cv en loi)
= Elexp(itX’)] x E[exp(itY")] (trivial)
= Elexp(it(X' +Y")) (indépendance)

Exercice 3 |Processus autorégressif. (3pts)]
Soit a un réel fixé et (X,,)n>0 le processus défini par Xy = 0 et, pour tout n > 1,

Xn = aXn—l +én

ou (ep)n>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi N(0,1).

1. Pour tout n > 1, écrire X,, en fonction de €1,...,e,. En déduire que, pour tout n > 1,
X, ~ N(,um 3721) ou ly, et s, sont & déterminer. (1pt)

2. Est-ce que (Xi,...,Xy) est un vecteur gaussien ? (Justifier rapidement.) (0.5pt)
3. Démontrer que le n-uplet (X1, ..., X,) admet une densité sur R™ qui peut s’écrire :
1 1.2 1 2 _1 2 1 2
XT1y.eo,Tp) > ——=—Xexp (—52] — 5(r2 —ax1)” — 5(r3 —ax2)” - — 5(xp —axp_1)7).
( n) (V2r) p (=321 — 5( )" =5 ) 5 (Tn n-1)%)
(On pourra utiliser la méthode de la fonction muette.) (1.5pt)

Solutions :

1. On a pour tout n > 1
X, =e1a"" +epa" 4 ey

Ainsi X,, est une somme de gaussiennes indépendantes, c’est donc une gaussienne (Exemple 7.9 du
Poly). Clairement on a p, = 0 et la variance vaut

n n ) 1 — g2"
52 = E Var(era™ ") = E a?n=k) = o
k=1 k=1

*. Dans tout cet examen log désigne le logarithme naturel, en base e.



2. Oui car si 'on prend une combinaison linéaire Y «; X; alors elle peut s’écrire comme combinaison
linéaire des ¢ et donc c’est une gaussienne. Attention le critére "transformation linéaire de gaus-
siennes indépendantes = vecteur gaussien" ne semble pas dans le poly.

Remarque : Si des éléves utilisent (en 'admettant) la formule de la densité énoncée a la question
suivante j’estime que c’est correct et que ga mérite tous les points. (Aprés tout ¢a demande plus de
boulot que l'argument direct...).

3. lére méthode : Fonction muette. Soit ¢ : R” — R continue bornée,

qﬁ(el,...,Zska”k,...)]
k=1

n n 2
z/ncé(el,...,’;eka"—k,...) H‘ﬁp(\/%“/mdel...den

" exp(—(xp — azp_1)?/2)
= T1,...,Tn dxy...dx,.
! Vor :

Elp(X1,...,X,)]=E

En effet le changement de variables U : {z;} <> {e;} a les propriétés suivantes :

— Tl est bijectif R” — R™ (immédiat car c¢’est une application linéaire clairement inversible) donc
le domaine est inchangé

— Le jacobien a pour déterminant 1 :

—a 1

2éme méthode : Densités conditionnelles. Cette méthode n’est pas 100% certifiee MAP361
car les deux arguments ci-dessous ne peuvent pas réellement étre justifiés avec les résultats du cours
mais je pense qu'on peut donner les points. A vous de me dire.

Conditionnellement & {X; = z1,..., Xp_1 = Tx_1} on a que Xy ~ N (azg,1) donc

exp(—(zx — azp_1)?/2)
ka|X1:a:1,...,Xk,1:wk71(xk) = m °

On en déduit le résultat en écrivant

f(Xl,...,Xn)(xh con ) = fx, (1) X fX2|X1:m1(9U2) X an\Xlzml,...,xn_lzmn_l(Ucn)~

3éme méthode : Vecteurs gaussiens. Ca ne me parait pas rentable mais certains pourront
vouloir faire comme ¢a en utilisant la formule de la densité.

Probléme. [Un probléme d’arrét optimal. (9pts)|

On considére dans ce probléme un jeu aléatoire pour lequel on cherche la stratégie optimale.
Le jeu dépend d’un parameétre entier n > 2 et la régle est la suivante.
On tire une variable aléatoire continue uniforme sur I'intervalle [0, n] ;

— on peut alors accepter ce gain et le jeu s’arréte;

— on peut refuser le gain, payer 1 et tirer & nouveau une variable aléatoire uniforme sur [0, n]
(indépendante du passé). On peut & nouveau accepter ou payer 1 et relancer, et ce autant
de fois que I'on souhaite.

Nous allons chercher & déterminer une stratégie optimale pour maximiser 1’espérance de gain.
Pour cela on fixe un réel s € ]0,n|[, appelé seuil, la stratégie consiste a accepter le premier tirage
supérieur ou égal a s.



Notations. Soit (Y;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. uniformes sur [0, n] qui vont repré-
senter les tirages successifs. On note

7(n,s) = min{i > 1 tels que Y; > s},

X(”a 5) = YT(TL,S)‘

Ainsi 7(n, s) € {1,2,3,...} et X(n,s) € [s,n]. Puisque l'on a di payer 7(n,s) — 1 fois, le gain est
donné par la variable aléatoire

G(n,s) := X(n,s) — (t(n,s) — 1).
Pour illustrer les notations voici le résultat d’une simulation de quelques tirages avec n = 100 :

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
tirage ¥; | 67.7 70.1 12.8 443 86.3 77.2 45 50.1 97.2

Pour cette simulation, si le seuil vaut s = 75, alors on a

T(n,75) =5  X(n,75)=Y; =863, G(n,75) =Y;—5+1=82.3.

Le probléme se compose de 3 parties. Vous pouvez utiliser les résultats d’une partie précédente
méme si vous n’avez pas réussi 4 les démontrer.

Partie 1 : Gain a n fixé

1. On considére le programme python suivant :

def SimulationGain(n,s):
# Entrées : entier n>1 et seuil s avec 0<s<n
NombreDeLancers=0
Y=0
while $$$ :
NombreDelLancers = NombreDelancers + 1
Y=np.random.uniform(0,n) # Tire au sort une uniforme dans 1’intervalle [0,n]
return **x*

Par quoi faut-il remplacer $$$ et *** pour que cette fonction renvoie une simulation de la
variable G(n, s) ? (Aucune justification n’est demandée.)

2. Démontrer que 7(n, s) est une variable géométrique de paramétre de succés (n — s)/n.
Remarque : Ceci démontre en particulier que T(n,s) < 400 presque sirement, et ainsi
que X (n,s) et G(n,s) sont des variables aléatoires bien définies.

3. Démontrer que pour tout = € [s,n] et tout i € {1,2,3,...} on a
sz —s)

n’L

P({X(n,s) <z} N {7(n,s) _Z'}) -

4. En déduire que X (n,s) est uniforme sur l'intervalle [s, n].
5. Démontrer que les variables aléatoires X (n, s) et 7(n, s) sont indépendantes.

6. Calculer E[G(n, s)]. Soit maintenant s} le seuil tel que

E[G(n,s}))] = Srél[guicl] E[G(n,s)].

Vérifier que pour tout n > 2 on a s = n — v/2n.



Partie 2 : Gain asymptotique

On se place maintenant dans le cas de ce seuil optimal et on va chercher & étudier le compor-
tement asymptotique quand n — +o0o du gain, qui est donc défini par :

G(na 52) = X(n’ S:L) - T(n7 S:L) + 1.

7. Démontrer que pour tout n > 2 la variable aléatoire X (n, s},

U est une variable aléatoire uniforme sur I'intervalle [0, v/2].

) a méme loi que n — U4/n, ol

8. Démontrer que quand n — 400

1
—1(n,s}) A E,

Vn
ol F est une variable aléatoire exponentielle de paramétre v/2 (c’est-a-~dire que E a pour
densité z — v/2exp(—v/2x) sur R,).

9. En utilisant le résultat de ’Exercice 2 prouver que quand n — +o00

n—G(n,s}) £>U+E,
vn

ot U est une variable aléatoire uniforme sur [0, /2], F est une variable aléatoire exponentielle
de paramétre /2, et ou U est indépendante de E.

Partie 3 : Etude de la loi limite

10. Justifier en utilisant un résultat du cours que la variable aléatoire U + E définie précédem-
ment admet une densité f et démontrer que f peut s’écrire

0 six <0,
f(z) = % (1 — exp(—v22)) si0 <z <2,
% exp(—\/ix) (exp(2) — 1) i V2 < 2.

Pour illustrer la convergence démontrée en Question 9 on cherche & comparer des simulations de la
variable G(n, s)) avec la densité f. Pour cela on représente sur le méme graphique I’histogramme

1 an —
de simulations de G(n, s};) ainsi que la courbe x — — f < n >, pour des réels ay, b, > 0 bien

bn, bn,
choisis.
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A gauche : la courbe de f. A droite : un histogramme de 10000 simulations de G(n, sk) pour
n = 60 et la courbe de x — if (%)

11. Pour tout n, calculer les réels a, et b, pour que le graphique illustre bien la convergence
en loi démontrée en Question 9.

Solutions :



1. Il faut remplacer $$$ par Y<s et *** par Y - NombreDeLancers +1. (1pt)

. Soit ¢ >1,o0n a (1pt) : les
Y; doivent
apparaitre

P(T(n75):z):ﬂp(§/1 <s,Ye <5, Y <578§Yi):(5/n)i71(n_5)/n7

qui est bien la probabilité d’une géométrique de probabilité de succes (n — s)/n.

P(X(0,3) S0 7(09) =) =PV <% < s Viy <5 Vi <)

= (s/n)' " (z = 5)/n. (1)

(0.5pt)
. On calcule la fonction de répartition de X (n, s) en utilisant la formule des probabilités totales : pour
S S €T S n 1 (0.5pt)
, T—Ss T—s
P(X(n,s) <z)= s/n) Y x —s)/n= =
(X)) = S/ o =)o = 2 = T2

qui est la fonction de répartition d’une uniforme sur [s, n].

. On déduit de la formule (1) que la fonction de répartition jointe s’écrit comme un produit. Cf (o.5pt)

utiliser

Proposition 4.49 dans le Poly. un  critére
d’indépen-
. On a " 1 dance
n+s
E[G =+ 1= .
(Gl )] = "5 = g 1 =00
On dérive 'expression ci-dessus par rapport & s. (1pt)
1 n
/
§)==-— —.

Sin > 4 c’est positif puis négatif, et ¢a s’annule en s}, =n — v2n.

. En utilisant ce qui précéde on a que X(n,s)) est uniforme sur [n — v/2n,n]. Calculons pour ¢
continue bornée (0.5pt)

argument
du vaseux pas

E I:(b(n - \/ﬁUn)] = /¢(7’L - \/Hu)l[o’ﬁ] (u)\ﬁ accepté!

= [ ol am o)
= E[p(X(n52)].

. On utilise 'anti-fonction de répartition. Soit = > 0, (1pt)
P (7(n,sy) > zv/n) =P (7(n,sy) > [av/n] + 1)
= (st /m) V™

2] oV/A+O(1)
= (1 - ﬁ) = (1 - :{;) — exp(—V/2x),

qui est I'anti-fonction de répartition de ’exponentielle de paramétre /2.

. On applique 'exercice précédent : (1pt)
0.5pt si
n—Gn,sy)  n—X(n,s,)+7(n,s;) —1 Bhatsky

vn vn

avec indépendance de U, T,

T(n, sk 1
— Un + ( ) n) [ —
N~~~ n \/ﬁ
—U == =~
—FE —0

(On utilise Slutsky pour éliminer le dernier terme.)



10. Pour le fait que U + E a une densité c’est la Proposition 5.35 du cours (produit de convolution) car
on a I’hypothése d’indépendance. (1pt)
Soient maintenant gy, gg les densités de U, E a savoir

gU(x) = %10§x§ﬁa gE('T) = \/ieXp(—\/ix)logzp

Alors f est donnée par la convolution
16 = [ ov@gs(t — )iz
:/ix 2x1 exp(—\/i(t—x))l _gdz
V2 0<z<v2 0<t—zx
= eXp(_‘/it)/logxgmm{\/é,t} exp(\/ix)dx
min{v/2,t}
= exp(—V2t) | J5 exp(v2) |

0 sit <0,
= eXp \ft)( (\f)—l):%(l—exp(—\/it)) si0<t<vV2,.
% exp(v2H) exp(2) - 1) VIt

11. A la Question 9 on a démontré que (1pt)

lot
Gin,st) L el - nU+E).

Donc si 'on trace sur le méme graphique un histogramme de simulations de v.a. G(n,s}) et la
densité de n+1 — /n (U + E) ¢a devrait coincider. Or la v.a. n+ 1 — y/n (U + E) a pour densité

- (5

on doit donc prendre a,, = n+ 1 et b, = /n.
NB : Evidemment on met les points s’il y a a, =n & la place de n+1...



